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Kapitola 1
Modální logika
V této kapitole shrnu základní poznatky o bisimulaci v modální logice. Nejprve zavedu
modální rámec a model, dále pojednám o standardním p°ekladu do klasické prov°ádové
logiky a o deﬁnovatelnosti vlastností model· a rámc·. Poté p°edvedu, co k t¥mto témat·m
m·ºe °íci bisimulace, p°ípadn¥ vázaný morﬁsmus. Budu vycházet p°edev²ím z [1] a [2].
1.1 Rámce
Sémantika modální logiky je zaloºena na konceptu rámce a dále na konceptu modelu, který
je jeho roz²í°ením. Modální logiku lze studovat jak na úrovni model·, tak o stupe¬ vý²e,
na úrovni rámc·. Rámec, zna£ený obvykle písmenem F podle anglického slova frame, je
deﬁnován jako uspo°ádaná dvojice
F = (W,R),
kde W je mnoºina moºných sv¥t· a R ⊆ W × W je relace dosaºitelnosti na moºných
sv¥tech. Po této relaci dop°edu nepoºadujeme v·bec nic, ale studium jejích vlastností bude
d·leºitou £ástí této práce. Budeme se ptát, kdy je tato relace nap°. reﬂexivní, transitivní,
symetrická atd. a budeme se ptát, nakolik lze tyto vlastnosti postihnout jazykem modální
logiky, se kterým se seznámíme v následujících oddílech.
1.2 Modely a sémantika
Nyní si p°edstavíme model, jako konkretizaci rámce. Tím budeme moci také deﬁnovat
spl¬ování modálních formulí v moºných sv¥tech. Model M je uspo°ádaná trojice
M = (W,R, V ),
kde W je mnoºina moºných sv¥t· a R je relace dosaºitelnosti, jak jsme je zavedli uº na
rámcích a V je funkce valuace, která kaºdé atomické formuli z mnoºiny atomických formulí
Pr p°i°adí podmnoºninu mnoºiny moºných sv¥t· W
V : Pr −→ P (W ).
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Pro danou atomickou formuli p °íkáme, ºe ve sv¥tech z mnoºiny S ⊆ W takové, ºe V (p) = S,
je spln¥na. Tím jsme za£ali deﬁnovat spl¬ování formulí.
1.2.1 Spl¬ování formulí
Spl¬ování se d¥lí na lokální, kdy hovo°íme o spln¥nosti formule v daném sv¥t¥ daného
modelu, a globální, kdy hovo°íme o spln¥nosti ve v²ech sv¥tech daného modelu. Nejprve se
podívejme na lokální variantu, deﬁnice bude postupovat indukcí podle sloºitosti formule.
Deﬁnice 1.2.1. M¥jme dán model M a sv¥t w ∈ W z mnoºiny moºných sv¥t· W tohoto
modelu. O formuli ϕ pak podle její sloºitosti °ekneme ºe je ve sv¥t¥ w spln¥na a pí²eme
M, w  ϕ podle následujícíh podmínek:
(i) pro atom(ϕ = p): M, w  p⇐⇒ w ∈ V (p)
(ii) pro negaci(ϕ = ¬ψ): M, w  ¬ψ ⇐⇒M, w 6ψ
(iii) pro konjunkci(ϕ = ψ&χ): M, w  ψ&χ⇐⇒M, w  ψ a zárove¬ M, w  χ
(iv) pro disjunkci(ϕ = ψ ∨ χ): M, w  ψ ∨ χ⇐⇒M, w  ψ nebo M, w  χ
(v) pro implikaci(ϕ = ψ → chi): M, w  ψ → χ⇐⇒M, w 6ψ nebo M, w  χ
(vi) pro modalitu nutnosti(ϕ = ψ): M, w  ψ ⇐⇒ ∀v ∈ W (wRv ⇒M, v  ψ)
(vii) pro modalitu moºnosti(ϕ = ♦ψ): M, w  ♦ψ ⇐⇒ ∃v ∈ W (wRv & M, v  ψ).
Formule ⊥ není spln¥na nikdy, formule > je pak spln¥na vºdy. Pokud jde o globální
platnost, tak °íkáme, ºe formule ϕ platí v modelu M a pí²eme M  ϕ, jestliºe platí v
kaºdém moºném sv¥t¥ tohoto modelu, tedy
∀w ∈ W (M, w  ϕ).
Je z°ejmé, ºe globální platnost implikuje lokální platnost pro kaºdý moºný sv¥t. O formuli,
která není spn¥na v ºádném sv¥t¥ ºádného modelu, jako nap°. formule ϕ∧¬ϕ °íkáme, ºe je
nesplnitelná. V opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe je splnitelná, coº platí nap°. o kaºdé atomické
formuli. Kone£n¥ o formuli, která platí v kaºdém sv¥t¥ kaºdého modelu, jako nap°. ϕ∨¬ϕ
°íkáme, ºe je logicky platná.
Stojí za pov²imnutí, ºe ob¥ modality, které tato logika má navíc ve srovnání s klasickou
výrokovou logiku, se nemusejí chovat vºdy tak, jak bychom intuitivn¥ £ekali, pokud je
vykládáme jako modality moºnosti a nutnosti. Tak nap°. nemusí vºdy být spln¥na moºná
konstanta true, tedy formule
♦>
není logicky platná. Na druhou stranu m·ºe být spor dokonce nutný, tedy formule
⊥
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je splnitelá. Navíc nutnost neimplikuje vºdy moºnost, takºe nelze prohlásit za logicky
platnou formuli:
ϕ→ ♦ϕ
Ve v²ech t°ech zmín¥ných p°ípadech sta£í uvaºovat model s jediným moºným sv¥tem a
prázdnou relací dosaºitelnosti, abychom se p°esv¥d£ili.
1.3 Standardní p°eklad
Nyní si ukáºeme, ºe modální výrokovou logiku lze pojímat také jako fragment klasické
predikátové logiky. K p°íslu²ným modálním model·m si najdeme odpovídající modely
predikátové a ukáºeme si, jak m·ºeme modální formule p°eloºit do prvo°ádového jazyka.
M¥jme dán modální modelM = (W,R, V ) a nech´ jsou v²echny atomické formule opat°eny
indexem i z n¥jaké indexovací mnoºiny I. Nyní uvaºujme prvo°ádový model
W = (W,R, Pi, Pj, Pk, ...),
kde nosi£ W je totoºný s mnoºinou moºných sv¥t· uvaºovaného modálního modelu a R
je binární relace totoºná s relací dosaºitelnosti. Unární predikáty Pi, Pj, Pk, ... pak svými
indexy odpovídají atomickým formulím v modální logice a pro kaºdý sv¥t w ∈ W £teme
w ∈ Pi tak, ºe ve sv¥t¥ w platí atom pi. Nyní deﬁnujme standardní p°eklad modální formule
ϕ do prvo°ádové formule s jazykem L = (R,Pi, Pj, Pk, ...). Tento p°eklad bude formule s
jednou volnou prom¥nnou x a budeme jej zna£it STx(ϕ), kde dolní index ozna£uje onu
volnou prom¥nnou a v závorce je uvedena p·vodní modální formule. P°eklad postupuje
indukcí podle sloºitosti formule ϕ, a to následovn¥:
(i) pro = pi, kde pi je atom: STx(pi) ≡def Pi(x)
(ii) pro ϕ = ψ ∧ χ: STx(ψ ∧ χ) ≡def STx(ψ) ∧ STx(χ)
(iii) pro ϕ = ψ ∨ χ: STx(ψ ∨ χ) ≡def STx(ψ) ∨ STx(χ)
(iv) pro ϕ = ψ → χ: STx(ψ → χ) ≡def STx(ψ)→ STx(χ)
(v) pro ϕ = ψ: STx(ψ) ≡def ∀y(xRy → STy(ψ))
(vi) pro ϕ = ♦ψ:STx(♦ψ) ≡def ∃y(xRy ∧ STy(ψ))
Nyní si ukáºeme, ºe kaºdá modální formule ϕ je se svým standardním p°ekladem STx(ϕ)
ve správném smyslu ekvivalentní.
V¥ta 1.3.1. Bu¤ M = (W,R, V ) libovolný modální model a W jeho modální ekvivalent.
Pak pro kaºdý moºný sv¥t w ∈ W , respektive w ∈W a pro kaºdou modální formuli ϕ platí:
M, w  ϕ⇐⇒W |= STx(ϕ)[x/w],
kde x/w v hranaté závorce ozna£uje ohodnocení, které za x dosadí sv¥t w.
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D·kaz. Budeme postupovat indukcí podle sloºitosti modální forule ϕ.
(i) pro atom:M, w  pi ⇐⇒ w ∈ Pi ⇐⇒W |= Pi(w)
(ii) pro konjunkci:M, w  ψ ∧ χ ⇐⇒ M, w  ψ a zárove¬ M, w  χ ⇐⇒ W |=
STx(χ)[x/w] a zárove¬ W, |= STx(ψ)[x/w]⇐⇒W, |= (STx(ψ) ∧ STx(χ))[x/w]⇐⇒-
W, |= STx(ψ ∧ χ)[x/w],
kde druhou ekvivalenci dostáváme z induk£ního p°edpokladu, zatímco v²echny ostatní
máme z deﬁnic spojek. Pro diskujunkci a implikaci se tvrzení dokáºe podobn¥.
(iii) pro negaci:M, w  ¬ψ ⇐⇒M, w 6ψ ⇐⇒W6|=STx(ψ)⇐⇒W |= STx(¬ψ)
(iv) pro nutnost:M, w  ψ ⇐⇒ ∀v ∈ W (wRv) ⇒ M, v  ψ) ⇐⇒ ∀v ∈ W (wRv ⇒
W, |= STx(ψ)[x/v])⇐⇒W, |= STx(ψ)[x/w]).
Tím jsme si ukázali korespondeci mezi lokálním modálním spl¬ováním a spl¬ováním
prvo°ádovým. Tento výsledek lze snadno roz²í°it i na platnost globální.
V¥ta 1.3.2. Bu¤ M modální model, W k n¥mu analogický model prvo°ádový a ϕ libovolná
modální formule. Pak platí následující ekvivalence:
M  ϕ⇐⇒W |= ∀w(STx(ϕ)).
D·kaz. D·kaz je v tomto p°ípad¥ z°ejmý. Sta£í si uv¥domit, ºe zápis M  ϕ znamená
M, w  ϕ pro kaºdé w ∈ W . Z p°edchozí v¥ty víme, ºe potom
W |= (STx(ϕ)[x/w].
a to pro kaºdé w ∈ W , coº odpovídá tarského deﬁnici obecného kvantiﬁkátoru.
Existence standardního p°ekladu má pro modální logiku d·leºité d·sledky. Nap°. pro
ni platí kompaktnost nebo Loewenheim-Skolemova v¥ta. Nap°. kompaktnost °íká, ºe kdyº
n¥jaká formule ϕ vyplývá z mnoºiny Γ, pak vyplývá uº z n¥jaké kone£né ∆ ⊆ Γ. V²echny
modální formule sta£í p°eloºit do provo°ádového jazyka tak, jak jsme si ukázali, a m·ºeme
pouºít kompaktnost pro klasickou predikátovou logiku. P°irozen¥ vyvstává otázka, jaký je
vztah modálních formulí a provo°ádových formulí v jazyce L = {R,Pi, Pj, Pk}. Ukázalo
se, ºe kaºdá modální formule je v ur£itém smyslu ekvivalentní s n¥kterou z prvo°ádových
formulí v jazyce L, a sice se svým p°ekladem. Zjevn¥ ale existují i prvo°ádové formule,
které nejsou p°ekladem, nap°. xRy. V pozd¥j²ích kapitolách si ukáºeme, ºe pomocí relace
bisimulace na modálních modelech lze vymezit p°esn¥ ty prvo°ádové formule, které jsou
ekvivalentí p°ekladu n¥které modální formule. P°edtím chci ale je²t¥ ukázat motivaci pro
pojem bisimulace.
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1.4 Deﬁnovatelnost vlastnotí relace dosaºitelnosti na rám-
cích
Relace dosaºitelnostiR hraje v modální logice d·leºitou roli, její konkrétní podoba ovliv¬uje
platnost modálních formulí, ale p°esto o ní nelze v jazyce modální logiky, narozdíl od logiky
prvo°ádové, mluvit p°ímo. Navzdory tomu ale o ní dokáºe modální jazyk leccos °íci, tedy je
moºné usuzovat z platnosti n¥kterých modálních formulí na n¥které vlastnoti této relace.
Nakolik m·ºe být modální logika v tomto ohledu expresivní a jaké jsou tady její meze
je vlastn¥ hlavní téma mé práce. Nejprve se podíváme na to, co modální logika vyjád°it
dokáºe. Za£neme deﬁnicí spl¬ování v rámci.
Deﬁnice 1.4.1. Bu¤ F = (W,R) modální rámec a ϕ modální formule. Pak prohlásíme, ºe
ϕ je spln¥na v rámci F a pí²eme
F  ϕ,
jestliºe pro kaºdý model M, který vznikl z tohoto rámce, takºe má jeho mnoºinu moºných
sv¥t· a relaci dosaºitelnosti, platí M  ϕ.
Pojem spl¬ování na rámci nás vede k deﬁnovatelnosti t°íd rámc·.
Deﬁnice 1.4.2. Bu¤ F n¥jaká t°ída rámc·. Pak o formuli ϕ prohlásíme, ºe tuto t°ídu
deﬁnuje, pokud pokud do ní libovolný rámec F pat°í práv¥ tehdy, kdyº v tomto rámci formule
ϕ platí, tedy
∀F(F ∈ F ⇐⇒ F  ϕ).
Podobn¥ lze hovo°it také o deﬁnovatelnosti na úrovni model· vzhledem ke globální plat-
nosti formulí. Nyní m·ºeme uvaºovat r·zné t°ídy rámc· podle vlastností relace dosaºitel-
nosti R a ptát se, které z nich jsou deﬁnovatelné, tedy ke kterým existuje formule ϕ, která
je deﬁnuje. Prvním jednoduchým p°íkladem m·ºe být t°ída v²ech reﬂexivních rámc·, tedy
rámc·, o jejichº relaci dosaºitelnosti R platí:
∀w ∈ W (wRw).
Ukáºeme si, ºe tuto t°ídu deﬁnuje formule p→ p, kde p je atomická formule.
Lemma 1.4.3. Bu¤ F t°ída práv¥ v²ech reﬂexivních rámc· F. Pak platí
∀F(F ∈ F ⇐⇒ F  p→ p).
D·kaz. Musíme dokázat ob¥ implikace lemmatu. Zleva doprava budeme dokazovat p°ímo,
zprava doleva kontrapositivn¥.
(→) :Máme libovolný reﬂexivní rámec F. Uvaºujme libovolný z n¥j vytvo°ený model M a
v n¥m sv¥t w takové, ºe M, w  p. To znamená, ºe v kaºdém sv¥t¥ v takovém, ºe
wRv je atom p spln¥n. Z reﬂexivity rámce potom dostáváme wRw. Tím pádem také
M, w  p.
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(←) :M¥jme dán nereﬂexivní rámec F. Chceme ukázat, ºe F 6p→ p, coº znamená najít
nad tímto rámcem model M a v n¥m sv¥t w takové, ºe M, w 6p→ p. Nereﬂexivita
nám zaru£uje existenci takového sv¥ta w, ºe ¬(wRw). P°idejme k rámci valuaci V ,
která v kaºdém sv¥t¥ v, o kterém platí wRv splní atom p a p°itom tento atom nesplní
v samotném sv¥t¥ w. Potom máme M, w  p a zárove¬ M, w 6p, tedy F 6p→ p.
Analogicky bychom si mohli ukázat, ºe tutéº t°ídu rámc· deﬁnuje také formule p→ ♦p.
Lze se ptát, jaký je vztah mezi formulemi, které deﬁnují tutéº t°ídu rámc· a je zajímavé
uv¥domit si, ºe nemusejí být ekvivalentní, tedy najdeme model a v n¥m moºný sv¥t takové,
ºe v tomto sv¥t¥ jedna z on¥ch formulí platí a druhá ne. V na²em p°ípad¥ sta£í vzít v
úvahu model M s jediným moºným sv¥tem w, v n¥mº je spln¥n atom p, a s prázdnou
relací dosaºitelnosti R. Je z°ejmé, ºe implikace p→ p tady platit bude, zatímco p→ ♦p
nikoliv. Ukaºme si ale je²t¥ n¥kolik dal²ích p°íklad· na deﬁnovatelnost t°íd rámc·. Formule
p→ p deﬁnuje t°ídu transitivních rámc·, tedy rámc·, pro jejichº relaci dosaºitelnosti
platí
∀w∀u∀v(wRu & uRv ⇒ wRv).
Lemma 1.4.4. Bu¤ F t°ída práv¥ v²ech transitivních rámc· F. Pak platí
∀F(F ∈ F ⇐⇒ F  p→ p).
D·kaz. (→) :M¥jme transitivní rámec F a libovný nad ním vytvo°ený model M a v n¥m
libovolný sv¥t w. M¥jme v tomto sv¥t¥ spln¥nu formuli p. Vezm¥me si libovolný
sv¥t u takový, ºe wRu a uvaºujme, zda M, u  p. Ptáme se tedy, zda je v libolném
sv¥t¥ v takovém, ºe uRv platí atom p. Z trasitivity relace dosaºitelnosti ale víme, ºe
wRv a zM, w  p m·ºeme usoudit na poºadované M, v  p.
(←) :K rámci F, který nespl¬uje transitivitu, hledáme modelM a sv¥t w, abyM, w 6p→
p. Protoºe neplatí transitivita, máme zaru£enu existenci sv¥t· w, u, v takových, ºe
wRu, uRv, ale ¬(wRv). Nech´ valuace V spl¬uje atom p ve v²ech sv¥tech dosaºitel-
ných ze sv¥ta w a nespl¬uje jej ve sv¥t¥ v. Pak tedy platí M, w  p, ale M, u6p,
a to díky sv¥tu v. Tím pádem dostáváme poºadované M, w 6p→ p.
Trochu soﬁstikova¥j²í je vlastnost tzv. ekulidovské dosaºitelnosti, tedy
∀w∀u∀v(wRu & wRv → uRv).
Tato vlastnost zaru£uje, ºe kdyº máme ze sv¥ta w dosaºitelný sv¥t u a sv¥t v, pak jsou
tyto dva sv¥ty dosaºitelné také navzájem, takºe platí nejenom uRv, ale také vRu. Navíc
speciáln¥ máme také zaru£eno, ºe kaºdý sv¥t v dosaºitelný ze sv¥ta w je reﬂexivní, tedy
vRv. Tato vlastnost je navíc deﬁnovatelná.
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Lemma 1.4.5. Bu¤ F t°ída práv¥ v²ech rámc· F s vlastností euklidovské dosaºitelnosti.
Pak platí
∀F(F ∈ F ⇐⇒ F  ♦p→ ♦p).
D·kaz. (→) :M¥jme rámec F s vlastností ekulidovské dosaºitelnosti a k n¥mu model M a
sv¥t w. Nech´ platí M, w  ♦p. Pak sta£í ov¥°it, ºe M, w  ♦p. Spln¥nost formule
♦p nám zaru£uje existenci sv¥ta v takového, ºe wRv, v n¥mº je spln¥n atom p. M¥jme
pak libovolný dal²í sv¥t u, kterým m·ºeme být také sám sv¥t v, který je dosaºitelný
ze sv¥ta w. Díky euklidovské dosaºitelnosti máme uRv, tedy M, u  ♦p. P°esn¥ to
odpovídá poºadovanému M, w  ♦p.
(←) :K rámci F, který nespl¬uje euklidovskou dosaºitelnost, hledáme model M a sv¥t
w, aby M, w 6♦p → ♦p. Protoºe neplatí euklidovská dosaºitelnost, máme sv¥ty
w, u, v, takové, ºe wRu a zárove¬ wRv, ale ¬(uRv). Nech´ je v jediný sv¥t, ve kterém
je spln¥n atom p. Pak máme M, w  ♦p, ale M, u6♦p,tedy M, u6♦p. To odpovídá
poºadovanému M, w 6♦p→ ♦p.
Jak je vid¥t, d·kazy vypadají po°ád stejn¥, proto deﬁnovatelnost dal²ích vlastností
zmíním pouze jako lemma, ale d·kazy uº nechám na £tená°i. Pom¥rn¥ subtilní je uº poºa-
davek, aby byl rámec transitivní a zárove¬ obrácen¥ fundovaný, tedy aby kaºdá posloupnost
sv¥t· w, u, v, x, . . . takových, ºe wRu, uWv, vWx, . . . byla kone£ná. Takovéto rámce tedy
nejdou donekone£na napravo podél relace R.
Lemma 1.4.6. Bu¤ F t°ída práv¥ v²ech rámc· F, které jsou transitivní a obrácen¥ fun-
dované. Pak platí
∀F(F ∈ F ⇐⇒ F  (p→ p)→ p).
Formuli, která deﬁnuje zmín¥nou vlastnost, se °íká Loeb·v axiom. Je²t¥ se m·ºeme
podívat také na vlastnost seriality, tedy
∀w∃v(wRv),
coº znamená, ºe z kaºdého sv¥ta je n¥jaký sv¥t dosaºitelný.
Lemma 1.4.7. Bu¤ F t°ída práv¥ v²ech rámc· F s vlastností seriality. Pak platí
∀F(F ∈ F ⇐⇒ F  ♦>).
Tutéº t°ídu rámc· deﬁnuje také moºná mén¥ intuitivní formule p → ♦p. Posledním
snadným p°íkladem je t°ída rámc· s prázdnou relací dosaºitelnosti, tedy t°ida, v níº jsou
v²echny sv¥ty izolované.
Lemma 1.4.8. Bu¤ F t°ída práv¥ v²ech rámc· F s prázdnou relací dosaºitelnosti. Pak
platí
∀F(F ∈ F ⇐⇒ F  ⊥).
Formule, které deﬁnují n¥jakou zajímavou t°idu rámc· bývají £asto p°edm¥tem úvah o
modálních axiomatických teoriích. Nyní si ale budeme chtít ukázat, jaké jsou meze deﬁno-
vatelnosti, a to nejenom na rámcích, ale také na modelech.
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1.5 Isomorﬁsmus
Krom¥ deﬁnovatelnosti na rámci lze uvaºovat také deﬁnovatelnost na modelech, a to jak
vzhledem ke spl¬ování lokálnímu, tak ke spl¬ování globálnímu. Samoz°ejm¥ platí, ºe v
modelu je globáln¥ spln¥no více formulí neº kolik jich je spln¥no v rámci, nad nímº model
vznikl. Moºná by se mohlo zdát, ºe potom bude muset být také více formulí, které budou
odli²ovat modely podle jejich vlastností, ale opak je pravdou, takºe více model· sdílí více
spln¥ných formulí.
Deﬁnice 1.5.1. Bu¤ M libovolná t°ída model·. Pak o formuli ϕ prohlásíme, ºe tuto t°ídu
deﬁnuje, pokud platí
∀M(M ∈ M ⇐⇒ M  ϕ).
Dále m·ºeme je²t¥ uvaºovat vlastnosti konkrétního moºného sv¥ta v modelu. Tady
se pozd¥ji ukáºe moºnost deﬁnovat pomocí modální formule je²t¥ omezen¥j²í. Vlastností,
které lze uvaºovat u jediného sv¥ta je také mén¥, nap°. nemá smysl mluvit o transitivit¥,
ale t°eba o reﬂexivit¥ ano.
Deﬁnice 1.5.2. Bu¤ P libovolná vlastnost moºných sv¥t·. Pak formule ϕ tuto vlastnost
deﬁnuje, jestliºe
∀M∀w(M, w má vlastnost P ⇐⇒ M, w  ϕ).
Nyní se budeme ptát, kdy jsou dva rámce, modely nebo sv¥ty nerozli²itelné modální
formulí. Budeme se tedy ptát, kdy nap°. ve dvou modelech platí tytéº formule. První a
p°ímo£arou odpov¥¤ dává isomorﬁsmus, deﬁnovaný podobn¥ jako v klasické predikátové
logice.
Deﬁnice 1.5.3. Nech´ jsou M1(W1, R1, V1) a M2(W2, R2, V2) dva modální modely a f :
W1 → W2 je funkce mezi nimi. Pak tato funkce je isomosﬁsmus, jestliºe spl¬uje následující
podmínky:
(i) f je prostá. Tedy ke kaºdému w ∈ W2 existuje nejvý²e jedno v ∈ W1 takové, ºe
f(v) = w.
(ii) f je zobrazuje W1 na W2. Tedy
∀w ∈ W2 ∃v ∈ W1(f(v) = w).
(iii) f oboustrann¥ zachovává relaci dosaºitelnosti:
∀v ∈ W1 ∀w ∈ W1(vR1w ⇐⇒ f(v)R2f(w)).
(iii) f k sob¥ p°i°azuje sv¥ty, v nichº platí tytéº atomy, takºe pro libolný atom p platí
∀w ∈ W1(w ∈ V1(p) ⇐⇒ f(w) ∈ V2(p)).
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Dva modely nazveme isomorfními, pokud mezi nimi existuje n¥jaký isomorﬁsmus. Snadno
se ukáºe, ºe isomorﬁsmus zachovává spln¥nost libovolné modální formule.
V¥ta 1.5.4. Bu¤ f isomorﬁsmus mezi dv¥ma modely M1 a M2. Pak pro kaºdý sv¥t w ∈M1
a pro kaºdou formuli ϕ platí
M1, w  ϕ ⇐⇒ M2, f(w)  ϕ.
D·kaz. D·kaz je z°ejmý a postupuje indukcí podle sloºitosti formule ϕ. Podobný d·kaz
rozepí²i, aº kdyº budu dokazovat obdobné tvrzení pro relaci bisimulace.
1.6 Vázaný morﬁsmus
Nyní si ukáºeme, ºe si lze vysta£it i se slab²ími pojmy neº je isomorﬁsmus, pokud chceme
ukázat, ºe ve dvou rámcích nebo modelech jsou spln¥ny tytéº formule. Nepjprve se podíváme
na pojem vázaného morﬁsmu. Ten lze uvaºovat jak mezi rámci, tak mezi modely. Nejprve
z·staneme na úrovni rámc·.
Deﬁnice 1.6.1. Nech´ jsou F1 = (W1, R1) a F2 = (W2, R2) dva rámce a f : W1 → W2
funkce mezi jejich mnoºinami moºných sv¥t·. Pak tuto funkci nazveme vázaným morﬁs-
mem, jestliºe platí následující podmínky
(i) :f zobrazuje W1 na W2.
(ii) :Jestliºe pro v, w ∈ W1 platí vR1w, pak totéº platí i pro jejich obrazy, tedy f(v)R2f(w).
(ii) : Jestliºe pro f(v), f(w) ∈ W2 platí f(v)R2f(w), pak totéº platí i pro jejich vzory, tedy
vR1w.
P°idáním podmínky, které se °íká atomická harmonie, dostaneme vázaný morﬁsmus
mezi dv¥ma modely.
Deﬁnice 1.6.2. Nech´ jsou M1 = (W1, R1) a M2 = (W2, R2) dva modely a f : W1 → W2
funkce mezi jejich mnoºinami moºných sv¥t·. Pak tuto funkci nazveme vázaným morﬁsmem
mezi t¥mito modely, jestliºe platí následující podmínky
(i) :f je vázaným morﬁsmem mezi rámci, nad nimiº jsou uvaºované modely.
(ii) : Je spln¥na atomická harmonie, tedy pro kaºdý atom p a pro kaºdý moºný sv¥t
w ∈ W1 platí
M1, w  p ⇐⇒ M2, f(w)  p.
Vázaný morﬁsmus stejn¥ jako isomorﬁsmus zachovává spln¥nost formulí na ob¥ strany.
V¥ta 1.6.3. Bu¤ f vázaný morﬁsmus mezi dv¥ma modely M1 a M2. Pak pro kaºdý sv¥t
w ∈M1 a pro kaºdou formuli ϕ platí
M1, w  ϕ ⇐⇒ M2, f(w)  ϕ.
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D·kaz podám aº v sekci o bisimulaci. Toto tvrzení lze ov²em roz²í°it i na platnost
globální.
V¥ta 1.6.4. Bu¤ f vázaný morﬁsmus mezi dv¥ma modelyM1 aM2. Pak pro kaºdou formuli
varphi platí
M1  ϕ ⇐⇒ M2  ϕ.
D·kaz. Protoºe je f funkce, která zobrazuje jeden model na druhý, najdeme ke kaºdému
sv¥tu v modeluM2 aspo¬ jeden sv¥t ve druhém modelu, v n¥mº platí p°esn¥ tytéº modální
formule, coº nám zaru£uje p°edchozí v¥ta. Tatáº úvaha platí i naopak, protoºe f je totální.
Dále si sta£í uv¥domit, ºe mnoºina formulí, které platí v n¥jakém modelu globáln¥, je
pr·nikem mnoºin formulí, které platí lokáln¥ v n¥kterém z moºných sv¥t·.
Práv¥ dokázaná v¥ta nám pom·ºe dokázat také podobnou, i kdyº slab²í korespondeci
na úrovni rámc·.
V¥ta 1.6.5. Bu¤ f vázaný morﬁsmus mezi dv¥ma rámci F1 a F2. Pak pro libovolnou formuli
ϕ platí
F1  ϕ =⇒ F2, ϕ.
D·kaz. Bu¤ ϕ libovolná formule, pro kterou platí F1  ϕ. Chceme dokázat, ºe potom
také F2  ϕ. To znamená dokázat pro kaºdý model M2 nad rámcem F2, ºe platí M2  ϕ.
Vezm¥me si tedy libovolný takovýto model. Pak k jeho valuaci V2 m·ºeme uvaºovat valuaci
V1 rámce F1, která v kaºdém sv¥t¥ w ∈ W1 nechá splnit p°esn¥ ty atomy, které jsou spln¥ny
ve sv¥t¥ f(w). Pak lze pouºít p°edchozí v¥tu.
Mohli bychom podobným postupem dokázat také opa£nou implikaci? Nikoliv, uv¥-
domme si, ºe vázaný morﬁsmus f nemusí být prostá funkce. Mohl by tak nap°íklad existo-
vat sv¥t w ∈ W2, který by m¥l dva vzory, sv¥t u a sv¥t v. Nech´ potom máme valuaci V1,
která atom p splní ve sv¥t¥ u, ale nikoliv ve sv¥t¥ v. Pak nenajdeme odpovídající valuaci
pro druhý rámec. Navíc si také ukáºeme, ºe opa£ná implikace m·ºe být skute£n¥ poru²ena.
D·leºité je následující lemma, ukazuje nám moºné pouºití vázaného morﬁsmu.
Lemma 1.6.6. Bu¤ F t°ídá rámc·, kterou deﬁnuje formule ϕ. Nech´ dále f : W1 → W2 je
vázaný morﬁsmus mezi mnoºinami moºných sv¥t· rámc· F1 a F2. Pak jestliºe rámec F1
náleºí do t°ídy F, tedy F1 ∈ F, pak do této t°ídy náleºí také rámec F2.
D·kaz. pouºije se p°edchozí v¥ta. Protoºe vázaný morﬁsmus p°ená²í platnost formulí, tak
platí F2  ϕ. Protoºe formule ϕ deﬁnuje t°ídu F, dostáváme F2 ∈ F.
To znamená, ºe kdyº uvaºujeme n¥jakou t°ídu a rámc· F najdeme dva rámce F1 a F2
takové, ºe F1 této t°íd¥ náleºí, zatímco F2 nikoliv a najdeme vázaný morﬁsmus f : W1 → W2
mezi t¥mito dv¥ma rámci, pak t°ída F není deﬁnovatelná modální formulí. Na²li jsme totiº
rámec, který do ní nepat°í, totiº F1, a p°itom jsou v n¥m spln¥ny v²echny formule, které
jsou spln¥ny v rámci, který do této t°ídy pat°í, totiº F2. Nyní si ukáºeme dva jednoduché
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p°íklady nedeﬁnovatelných t°íd. Prvním p°íkladem bude t°ída rámc· nereﬂexivních, tedy
takových, o jejichº relaci dosaºitelnosti R platí
∃w ∈ W (¬(wRw)).
Lemma 1.6.7. T°ída F v²ech nereﬂexivních rámc· není deﬁnovatelná modální formulí.
D·kaz. Uvaºujme dva následující rámce F1 a F2:
(1) F1 je rámec se dv¥ma sv¥ty, z nichº jeden je reﬂexivní, zatímco druhý nikoli a ten
reﬂexivní je dosaºitelný z nereﬂexivního. Tedy W1 = {u, v} a R1 = {< u, v >,<
v, v >}.
(2) F1 je rámec s jediným reﬂexivním sv¥tem. Tedy W2 = {w} a R2 = {< w,w >}.
Nyní uvaºujme funkci f : W1 → W2, která oba sv¥ty z W1 zobrazí na jediný sv¥t ve W2.
Je z°ejmé, ºe tato funkce je vázaný morﬁsmus. To znamená, ºe kaºdá formule ϕ taková,
ºe F1  ϕ musí být spln¥na také v reﬂexivním rámci, tedy F2  ϕ. Kdyby tedy byla
t°ída F deﬁnovatelná modální formulí, pat°íl by do ní i rámec F2, coº je v rozporu s jeho
p°edpokládanou reﬂexivitou.
Tento p°íklad nám také ukazuje, ºe ve v¥t¥ 1.6.5 neplatí opa£ná implikace. Ve lemmatu
1.4.3 jsme si ukázali, ºe t°ída v²ech reﬂexivních rámc· je deﬁnována formulí
p→ p.
To znamená, ºe v nereﬂexivním rámci F1 tato formule nem·ºe platit, a£koli platí v rámci F2
a máme vázaný morﬁsmus f : W1 → W2 mezi jejich mnoºinami moºných sv¥t·. Neexistuje
ani ºádná formule, která by deﬁnovala t°ídu v²ech rámc· antireﬂexivních, tedy rámc·, o
jejichº relaci dosaºitelnosti platí
∀w ∈ W (¬(wRw)).
Lemma 1.6.8. T°ída v²ech antireﬂexivních rámc· není deﬁnovatelná modální formulí.
D·kaz. Uvaºujme dva následující rámce F1 a F2:
(1) F1 je rámec, jehoº nekone£ná mnoºina moºných sv¥t· vypadá jako p°irozená £ísla
a jehoº relace dosaºitelnosti vypadá jako relace <. Tedy W1 = {w0, w1, w2, . . . } a
R2 = {< w0R1w1 >,< w1R1w2 >, . . . }
(2) F2 je rámec s jediným reﬂexivním sv¥tem. Tedy W2 = {w} a R2 = {< w,w >}.
Nyní uvaºujme funkci f : W1 → W2, o které platí
∀v ∈ W1(f(v) = w),
kde w je jediný sv¥t rámce F2. Op¥t je z°ejmé, ºe tato funkce je vázaným morﬁsmem. Dále
m·ºeme zopakovat stejnou úvahu jako u nedeﬁnovatelnosti nereﬂexivity.
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1.7 Bisimulace
Nyní si ukáºeme bisimulaci jako pojem je²t¥ jednodu²²í neº vázáný morﬁsmus. P°itom nám
bude na úrovni model· po°ád zaru£ovat modální ekvivalenci. Nakonec také nazna£ím, jak
bisimulace ujas¬uje vztah modální a klasické predikátové logiky.
Deﬁnice 1.7.1. Nech´ jsou M1 = (W1, R1, V1) a M2 = (W2, R2, V2) dva modální modely a
B ⊆ W1 ×W2 binární relace na jejich mnoºinách moºných sv¥t·. Pak tuto relaci nazveme
bisimulací, jestliºe spl¬uje následující podmínky pro libovolné dva sv¥ty v ∈ W1 a w ∈ W2
takové, ºe vBw :
(i) Atomická harmonie, takºe pro libovolnou atomickou formuli p platí
M1, v  p⇐⇒M2, w  p.
(ii) Cik - Kaºdému sv¥tu, který je p°ístupný relací dosaºitelnosti ze sv¥ta v odpovídá
n¥jaký bisimilární sv¥t ve druhém modelu, tedy
vR1x =⇒ ∃y ∈ W2(wR2y & xBy)
(iii) Cak - To, co °íká podmínka (ii) platí i naopak:
wR2y =⇒ ∃x ∈ W2(vR2x & yBx).
Oproti vázanému morﬁsmu do²lo ke zmírn¥ní dvou poºadavk·. Jednak nevyºadujeme,
aby bisimulace byla funkce, jednak nemusí vy£erpávat ani jeden model, tedy v obou mod-
elech mohou být sv¥ty, které v relaci bisimulace nejsou. Není t¥ºké nahlédnout, ºe mezi
dv¥ma strukturami m·ºe být také více relací, které jsou bisimulacemi. P°itom o dvou
modelech, mezi nimiº existuje alespo¬ jedna bisimulace, budeme °íkat, ºe jsou bisimilární.
Nyní si ukáºeme, ºe tato relace je relací ekvivalence, pokud ji uvaºujeme na jediném mod-
elu. P°esn¥ji °e£eno, moºnost být v n¥jaké bisimulaci je relace ekvivalence. Pom·ºeme si
tím, ºe budeme uvaºovat sjednocení v²ech bisimulací na modelu. Je z°ejmé, ºe sjednocení
bisimulací je stále bisimulace.
Lemma 1.7.2. Relace B na modelu M, která je sjednocením v²ech bisimulací na n¥m
(a je tedy sama bisimulace), je relací ekvivalence, takºe spl¬uje reﬂexivitu, transitivitu a
symetrii, tj.
wBv =⇒ vBw.
D·kaz. Nech´ je M1 = (W1, R1, V1) modální model a B ⊆ W × W je sjednocení v²ech
bisimulací na n¥m. Postupn¥ ov¥°íme, ºe spl¬ují reﬂexivitu, symetrii a transitivitu:
(i) Pro reﬂexivitu plyne bezprost°edn¥ z deﬁnice.
(ii) Pro symetrii sta£í zam¥nit podmínku ii) za podmínku iii) v deﬁnici bisimulace.
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(iii) Pro transitivitu uvaºujme sv¥ty u, v, w ∈ W takové, ºe platí uBv a vBw. Ukáºeme si,
ºe potom lze tvrdit také uBw. Musíme tedy postupn¥ ov¥°it v²echny t°i podmínky
pro bisimulaci. Pokud jde o atomickou harmonii, není co dokazovat. Pokud jde o
podmínku Cik, uvaºujme sv¥t x takový, ºe uRx. Protoºe uBv, existuje sv¥t y takový,
ºe vRv
′
a xBy. Existence sv¥ta y nám pak ale zaru£uje existenci sv¥ta z takového, ºe
wRz a yBz. Není pak obtíºné nahlédnout, ºe xBz. Podmínka Cak se ov¥°í analogicky.
V lemmatu jsme uvaºovali bisimulaci na jediném modelu spí²e proto, aby byl d·kaz
jednodu²²í, ale tvrzení lze roz²í°it i na bisimulace mezi r·znými modely. Postupn¥ lze ukázat
reﬂexivitu, symetrii a transitivitu. Platí tedy, ºe na kaºdém modelu lze ud¥lat bisimulaci,
nap°. prostou relací identity, dále ºe kdyº máme relaci bisimulace mezi dv¥ma modely, tak
m·ºeme tuto relaci p°evrátit a stále z·stane bisimulací. Také kdyº máme modely M1 M2
a M3 a mezi nimi bisimulace B1 a B2, m·ºe ziskat bisimulaci tím, ºe B1 a B2 sloºíme.
Jak je z dosavadního výkladu z°ejmé, bisimulace je zamý²lena p°edev²ím jako vztah
mezi dv¥ma strukturami, který zaru£uje modální ekvivalenci. Nyní ov¥°íme, ºe tento úkol
spl¬uje.
V¥ta 1.7.3. Nech´ jsou M1 = (W1, R1, V1) a M2 = (W2, R2, V2) dva modální modely a
B je n¥která relace bisimulace mezi nimi. Pak pro libovolné dva sv¥ty v ∈ W1 a w ∈ W2
platí, ºe pokud jsou v bisimulaci, pak jsou modáln¥ ekvivalentní. Jinak °e£eno, pro kaºdou
modální formuli ϕ platí
(vBw) =⇒ (M1, v  ϕ⇐⇒M1, w  ϕ).
D·kaz. M¥jme dva sv¥ty v a w, jak jsou popsány vý²e a nech´ navíc platí M1, v  ϕ.
Ukáºeme, ºe potom také M2, w  ϕ (opa£ná implikace se dokáºe analogicky). Budeme
postupovat indukcí podle sloºitosti formule ϕ:
(i) Pro atom plyne tato v¥ta bezprost°edn¥ z atomické harmonie.
(ii) Pro negaci - Nech´ ϕ = ¬ψ. To znamená, ºe M1, v 6ψ. Pak sta£í pouºít induk£ní
p°edpoklad na formuli ψ a dostaneme M2, w 6ψ, tedy M2, w  ϕ.
(iii) Pro konjunkci - Nech´ ϕ = ψ ∧ χ. Víme, ºe M1, v  ψ a M1, v  χ. Pak sta£í pouºít
induk£ní p°edpoklad na formule ψ a χ.
(iii) Pro modalitu nutnosti - Nech´ ϕ = ψ. Nech´ y ∈ W2 je libovolný sv¥t takový, ºe
wR2y. Podmínka Cak nám dává sv¥t x ∈ W1 takový, ºe vR1x a navíc xBy. Pak sta£í
pouºít induk£ní p°edpoklad na formuli ψ.
(iv) Pro modalitu moºnosti - Nech´ ϕ = ♦ψ. Pak postupujeme podobn¥ jako u modality
nutnosti, pouze za£neme sv¥tem x v prvním modelu a pouºijeme podmínku Cik.
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Pokud navíc relace bisimulace vy£erpá v²echny sv¥ty obou model·, lze p°edchozí v¥tu
pouºít také na platnost globální.
V¥ta 1.7.4. Nech´ jsou M1 = (W1, R1, V1) a M2 = (W2, R2, V2) dva modální modely a B
je n¥která relace bisimulace mezi nimi, která vy£erpává v²echny sv¥ty obou model·, takºe
pro kaºdý sv¥t v ∈ W1 existuje sv¥t w ∈ W2 takový, ºe vBw. Nech´ totéº platí naopak i pro
kaºdý sv¥t z druhého modelu. Potom jsou oba modely ekvivalentní, takºe o kaºdé formuli ϕ
lze °íci:
M1  ϕ ⇐⇒ M2  ϕ.
D·kaz. Sta£í si uv¥domit, ºe kaºdému sv¥tu v modelu M1 odpovídá n¥jaký sv¥t v modelu
M2, v n¥mº platí p°esn¥ tytéº formule. Navíc ºádné dal²í sv¥ty v modelu M2 nejsou.
Mnoºina formulí, které v n¥jakém modelu platí globáln¥ je pr·nikem v²ech formulí, které
platí lokáln¥ aspo¬ v jednom z jeho sv¥t·. Je z°ejmé, ºe u obou model· bude tento pr·nik
stejný.
Pro kone£né modely lze v¥tu 1.7 dokonce obrátit.
V¥ta 1.7.5. Nech´ jsou M1 = (W1, R1, V1) a M2 = (W2, R2, V2) dva kone£né modely a
v ∈ W1 a w ∈ W2 dva sv¥ty v nich, které jsou modáln¥ modáln¥ ekvivalentní, takºe v
nich platí p°esn¥ tytéº modální formule. Pak mezi t¥mito modely existuje relace B, která
je bisimulace a ve které jsou oba zmín¥né sv¥ty, tedy vBw.
D·kaz. Nech´ u a v jsou vý²e popsané sv¥ty. Vezm¥me za relaci B práv¥ relaci modální
ekvivalence mezi sv¥ty. Ukáºeme, ºe spl¬uje v²echny t°i podmínky pro bisimulaci.
(i) Atomická harmonie plyne bezprost°edn¥ z modální ekvivalence
(ii) Cik - Nech´ x je sv¥t takový, ºe vR1x. Nech´ pro spor není v druhém modelu ºádný
sv¥t y takový, ºe wR2y a xBy. Protoºe je ze sv¥ta v dosaºitelný sv¥t x, tak platí
M1, v  ♦>. Z modální ekvivalence plyne, ºe formule ♦> je spln¥na také ve sv¥t¥ w.
To znamená, ºe mnoºina N = {y;wR2y} v²ech sv¥t·, které jsou dosaºitelné ze sv¥ta
w je neprázdná. Navíc musí být kone£ná, protoºe celý modelM2 je kone£ný. M·ºeme
tuto mnoºinu tedy psát jako y1, y2, . . . , yn. Protoºe ºádný z t¥chto sv¥t· není v relaci
B se sv¥tem x, musí pro kaºdý z nich existovat formule ψi taková, ºe M1, x  ψi a
M2, yi 6ψi. Potom ov²em M1, v  ♦(ψ1 ∧ . . . ∧ ψn), ale M2, w 6♦(ψ1 ∧ . . . ∧ ψn).
To je ov²em v rozporu s p°edpokládanou modální ekvivalencí sv¥t· v a w.
(iii) Cak se dokáºe obdobn¥ jako Cik.
Práv¥ dokázanou v¥tu lze n¥kterými kroky roz²í°it i na n¥které t°ídy nekone£ných mod-
el·. Konktrétn¥ pro takové modely, v nichº má kaºdý sv¥t jen kone£n¥ mnoho následník·,
by ale d·kaz vypadal zcela stejn¥ jako ten, který byl práv¥ p°edeveden.
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1.7.1 N¥kolik p°íklad· bisimulace
Nejprve si uve¤me dv¥ lemmata, která nepot°ebují d·kaz.
Lemma 1.7.6. Kaºdý isomorﬁsmus je bisimulace.
Lemma 1.7.7. Kaºdý vázaný morﬁsmus mezi modely je bisimulace.
V obou p°ípadech není co dokazovat, protoºe podmínky, které klademe na bisimulaci
jsou vlastn¥ oslabením podmínek kladených na vázaný morﬁsmus a ty jsou zase oslabením
podmínek kladených na isomorﬁsmus. Tím pádem máme také uº n¥kolik p°íklad· bisim-
ulace, a to sice v²echny vázané morﬁsmy, které jsme uvedli v sekci o vázaném morﬁsmu.
Podívejme se na n¥které dal²í. První p°íklad nám ukáºe, jak lze bisimulaci vyuºít k tomu,
abychom daný model M ud¥lali co nejmen²ím a p°itom z modální hlediska ekvivalentním.
Lemma 1.7.8. Bu¤ M1 = (W1, R1, V1) modální model. Uvaºujme relaci B ⊆ W1 ×W1,
která je sjednocením v²ech relací bisimulace na tomto modelu(a je tedy nejv¥t²í bisimulací).
Pro kaºdý sv¥t w pak ozna£me [w] = {v;wBv} jeho t°ídu ekvivalence získanou relací B.
Uvaºme dále model M2 = (W2, R2, V2), jehoº mnoºina moºných sv¥t· je mnoºinou t°íd
ekvivalence [w] v p°edchozím modelu, valuace nechá v kaºdé t°íd¥ ekvivalence splnit tytéº
atomy jako v jejích prvcích a relace dosaºitelnosti R2 vypadá následovn¥:
< [v], [w] >∈ R2 ⇐⇒ ∃x ∈ [v]∃y ∈ [w](xR1y).
Pak relace B ⊆ W1 × W2, která kaºdému sv¥tu w p°i°adí jeho t°ídu ekvivalence [w] je
bisimulace.
D·kaz. Pot°ebujeme ov¥°it v²echny t°i podmínky pro bisimulaci. Atomickou harmonii
zaru£uje konstrukce valuace V2. Podmínka Cik plyne podobn¥ bezprost°edn¥ z konstrukce
relace dosaºitelnosti R2. Zbývá pak ov¥°it podmínku Cak. M¥jme tedy sv¥t w ∈ W1 a jeho
t°ídu ekvivalence [w]. Platí tedy wB[w]. Navíc p°edpokládejme, ºe existuje dal²í t°ída ekvi-
valence [v] taková, ºe [w]R2[v]. Z deﬁnice relace R2 víme, ºe existují sv¥ty x ∈ [w] a y ∈ [v]
takové, ºe xR1y. Protoºe jsou sv¥ty x a w v téºe t°íd¥ ekvivalence, jsou v bisimulaci B,
tedy wBx. Potom z podmínky Cak dostáváme sv¥t u ∈ W1 takový, ºe wR1u a také uBy.
To znamená, ºe sv¥t u a sv¥t y je ve stejné t°íd¥ ekvivalence. Tím pádem tedy uB[v], coº
nám spolu s jiº konstatovaným wR1u dává poºadovanou podmínku Cak pro relaci B.
Dal²ím snadným p°íkladem na pouºití bisimulace je disjunktní sjednocení r·zných mod-
el·. Kdyº dáme víme model· do jednoho, pak kaºdý z model·, který toto sjednocení tvo°í
je s tímto sjednocením bisimilární.
Lemma 1.7.9. M¥jme modely Mi = (Wi, Ri, Vi) opat°ené idexy i z n¥jaké indexovací
mnoºiny I. Dále uvaºme model M = (W,R, V ), který vznikne jako jejich disjunktní sjed-
nocení, tedy W =
⋃
i∈IWi, R =
⋃
i∈I Ri a V (p) =
⋃
i∈I Vi(p) pro kaºdý atom p. P°itom
pokud nejsou n¥ktré modely disjunktní, vezmeme jejich isomorfní kopie, které disjunktní
jsou. Pak kaºdý model Mi je s modelem M bisimilární.
D·kaz. Jako bisimulaci sta£í vzít pro kaºdý model Mi relaci identity.
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1.7.2 Bisimulace a standardní p°eklad
D°íve jsme si ukázali, ºe kaºdou modální formuli lze p°eloºit do odpovídajícího prvo°á-
dového jazyka. Na druhou stranu ale také víme, ºe ne kaºdá formule tohoto odpovídajícího
jazyka je ekvivalentní p°ekladu n¥které formule modální. Vyvstává tak p°irozená otázka,
zda lze n¥jak vymezit, které provo°ádové formule jsou ekvivalentní p°eklad·m modálních
formulí. Jasnou odpov¥¤ v tomto p°ípad¥ dostaneme díky relaci bisimulace. Nejprve ale
musíme zavést nový pojem.
Deﬁnice 1.7.10. O prvo°ádové formuli jedné prom¥nné ϕ(x) prohlásím¥, ºe je invariantní
na bisimulaci, jestliºe pro kaºdé dva prvo°ádové modely W1 W2, které odpovídají n¥jakým
model·m modálním, a kaºdé dva jejich sv¥ty v ∈ W1, w ∈ W2 a kaºdou bisimulaci B mezi
t¥mito dv¥ma modely takovou, ºe vBw, platí
W1 |= ϕ(x)[x/v] ⇐⇒ W2 |= ϕ(x)[x/w].
Tento pojem nám umoºní formulovat van Benthemovu v¥tu, která vymezuje, jaký
p°esn¥ fragment klasické provo°ádové logiky je ekvivalentní modální logice.
V¥ta 1.7.11. Pro kaºdou prvo°ádovou formuli ϕ(x) v jazyce odpovídajícím modální logice
jsou následující podmínky ekvivalentní:
(i) ϕ(x) je ekvivalentní standardnímu p°ekladu n¥které modální formule
(ii) ϕ(x) je invariantní na bisimulaci.
Implikace (→) plyne z v¥ty 1.7. Opa£ná implikace je mnohem obtíºn¥j²í a nebudeme ji
tady dokazovat. Zájemce odkazuji na [3].
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Kapitola 2
Intuicionistická logika bez kontrakce
Bisimulaci lze uvaºovat také u substrukturálních logik, coº se pokusím ukázat na ituicioni-
stické logice bez kontrakce. Bisimulace tady bude op¥t fungovat k ukázání nerozli²itelnosti
struktur s odli²nými vlastnostmi a bude deﬁnována jen o n¥co málo sloºit¥ji, coº bude
odpovídat trochu sloºit¥j²í sémantice. Bisimulaci lze ov²em uvaºovat také u intuicioni-
stické logiky, jejíº sémantika odpovídá sémantice modální logiky. My se ale podíváme na
logiku, která se modální logice podobá mén¥. V zásad¥ jde o intuicionistickou logiku, ale
není v ní platné pravidlo kontrakce, tedy formule ϕ→ (ϕ&ϕ) není v této logice tautolog-
ická. Práv¥ proto, aby bylo moºné mít logiku bez pravidla kontrakce, budeme zde muset
deﬁnovat rámec o n¥co sloºit¥ji neº v p°edchozí kapitole. Vycházel jsem p°edev²ím z [4].
Protoºe se ale nezabývám substrukturálními logikami obecn¥, ale pouze jednou z nich, totiº
intuicionistickou logikou bez kontrakce, deﬁnoval jsem n¥které pojmy, jako nap°. bisimulaci
nebo v·bec sémantiku, jinak, konkrétn¥ji, p°ípadn¥ mén¥ sloºit¥. K tématu si lze p°e£íst
také [5].
2.1 Vlastnosti rámc·
Rámec je zde deﬁnován jako uspo°ádaná trojice, obsahujicí mnoºinu sv¥t·W , binární relaci
uspo°ádání na sv¥tech ≤ a ternární relaci dosaºitelnosti R. Na ob¥ relace p°itom klademe
ur£itá omezení. Nyní v²echny pojmy zave¤me ve formálních deﬁnicích.
Deﬁnice 2.1.1. Uspo°ádanou trojici F = (W,≤, R) nazveme rámcem a W její mnoºinou
moºných sv¥t·, jestliºe je ≤ ⊆ W × W uspo°ádání na moºných sv¥tech mnoºiny W a
R ⊆ W ×W ×W relace dosaºitelnosti mezi moºnými sv¥ty z mnoºiny W .
Dále deﬁnujme pojmy pouºité v p°edchozí deﬁnici, tedy ob¥ relace.
Deﬁnice 2.1.2. Binární relaci nazveme uspo°ádáním na moºných sv¥tech, a zna£íme ji
≤, jestliºe spl¬uje reﬂexivitu, transitivitu a slabou antisymetrii (tedy jestliºe je £áste£ným
uspo°ádáním):
(i) reﬂexivita: ∀w ∈ W (w ≤ w)
21
(ii) transitivita: ∀u ∈ W∀v ∈ W∀w ∈ W (u ≤ v&v ≤ w =⇒ u ≤ w)
(iii) slabá antisymetrie:∀v ∈ W∀w inW (v ≤ w&w ≤ v =⇒ v = w)
Pozd¥ji budu deﬁnovat také modely a platnost formulí, p°i£emº se ukáºe, ºe, podobn¥
jako v intuicionistické logice, bude spl¬ování persistentní, tedy bude pro kaºdou formuli
zachováno podél uspo°ádání na sv¥tech. Dále si zave¤me ternární relaci dosaºitelnosti na
moºných sv¥tech.
Deﬁnice 2.1.3. M¥jme mnoºinu moºných sv¥t· W a k ní binární relaci dosaºitelnosi ≤.
Ternární relaci R ⊆ W×W×W nazveme relací dosaºitelnosti na moºných sv¥tech, jestliºe
spl¬uje následující podmíky:
(i) Za prvé chceme, aby bylo moºno zam¥nit první dva £leny v relaci, tedy pokaºdé, kdyº
platí Rxyz, pak platí také Ryxz, coº zaru£í platnost pravidla zám¥ny.
(ii) Druhou podmínkou je, aby pokaºdé, kdyº Rxyz a z′ ≥ z, pak existují x′ ≥ x a y′ ≥ y
takové, ºe Rx′y′z′. Tato vlastnost se ukáºe d·leºitá pro d·kaz persistence valuace,
tedy ºe se platnost formulí p°ená²í nahoru podél uspo°ádání na sv¥tech.
(iii) Dále chceme, aby pokaºdé kdyº Rxyz a x′ ≤ x, tak také existují y′ ≤ y a z′ ≥ z
takové, ºe Rx′y′z′.
(iii) Zápis typu R(xy)zw znamená, ºe existuje u takové, ºe Rxyu a zárove¬ Ruzw. V na²í
logice pak platí, ºe pokaºdé, kdyº R(xy)zw, pak také Rx(yz)w, coº zajistí asociativitu
konjunkce.
(v) Poºadujeme také zp¥tn¥, aby kdykoli Rx(yz)w, pak také R(xy)zw.
(vi) D·leºitá je také tzv. "plump" vlastnost, která °íká, ºe pro kaºdé x, y, z, x′, y′, z′ taková,
ºe Rxyz a x ≤ x′, y ≤ y′ a z ≤ z′, platí také Rx′y′z′.
(vii) Dal²í vlastnost uvádí do vztahu relaci dosaºitelnosti R a binární uspo°ádání ≤. Poslední
£len v R je vºdy nad ob¥ma p°edcházejícími, tedy
∀u∀v∀w(Ruvw =⇒ u ≤ w & v ≤ w)
(viii) Je-li sv¥t x v £áste£ném uspo°ádání pod sv¥tem y, pak existuje z, který je s nimi v
ternární relaci R tak, ºe Rzxy:
∀x ∈ W∀y ∈ W (x ≤ y =⇒ ∃z ∈ W (Rzxy)).
Nemusí tady platit Rxxx, coº by zaru£ovalo kontrakci. Je snadné nahlédnout, ºe body
(ii) a (iii) vyplývají z bodu (vi).
Lemma 2.1.4. Body (ii) a (iii) v deﬁnici 2.1.3 plynou z bodu (vi).
D·kaz. V bod¥ (ii) sta£í vzít za x′ a y′ samotné sv¥ty x a y, p°i£emº vycházíme z reﬂexivity
uspo°ádání ≤. Pak uº sta£í aplikovat podmínku (vi). Podob¥ se postupuje i pokud jde o
podmínku (iii).
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2.2 Modely a sémantika
Model získáme, kdyº k rámci p°idáme je²t¥ valuaci V .
Deﬁnice 2.2.1. Valuace je funkce z mnoºiny atom· A do potence mnoºiny moºných sv¥t·
W :
V : A −→ P (W )
P°itom platí, ºe kaºdému atomu p je p°i°azena jen taková podmnoºina S ⊆ W , která je
horní mnoºinou, tedy
v ∈ S & v ≤ w =⇒ w ∈ S
Deﬁnice 2.2.2. Uspo°ádanou £tve°ici M = (W,≤, R, V ) nazveme modelem a W jeho
mnoºinou moºných sv¥t·, jestliºe je ≤ ⊆ W ×W uspo°ádání na moºných sv¥tech mnoºiny
W a R ⊆ W ×W ×W relace dosaºitelnosti mezi moºnými sv¥ty z mnoºiny W a navíc je
V valuace, která atomickým formulím p°iºauje podmnoºiny mnoºiny W .
M¥jme dán model M. Indukcí deﬁnujeme spln¥nost formule ve sv¥t¥ w tohoto modelu.
Pro atom p platí w  p ⇐⇒ w ∈ V (p). Nikdy neplatí w  ⊥ , zato w  > platí vºdy.
Logické spojky jsou deﬁnovány následovn¥.
Disjunkce: w  ϕ ∨ ψ ⇐⇒ w  ϕ nebo w  ψ .
Slabá konjunkce: w  ϕ ∧ ψ ⇐⇒ w  ϕ a w  ψ .
Silná konjunkce: w  ϕ&ψ ⇐⇒ ∃u∃v(Ruvw a zárove¬ u  ϕ a také v  ψ).
Implikace: w  ϕ→ ψ ⇐⇒ ∀u∀v(jestliºe Rwuv, pak jestliºe u  ϕ, pak v  ψ).
Negace: w  ¬ϕ⇐⇒ w  ϕ→ ⊥.
Podobn¥ jako v p°edchozí kapitole m·ºeme také zavést globální spln¥nost v celém mod-
elu.
2.2.1 N¥které vlastnosti sémantiky
Kdyº jsme deﬁnovali sp¬ování fomule ve sv¥t¥, m·ºeme ukázat n¥které zajímavé vlastnosti
této sémantiky. Nejprve dokáºeme v¥tu o persistenci spl¬ování formulí.
V¥ta 2.2.3. Pro libovolnou formuli ϕ platí, ºe se její platnost zachovává podél binární
relace ≤ na moºných sv¥tech:
w  ϕ & w ≤ v =⇒ v  ϕ.
D·kaz. P°edpokládejme w  ϕ, dále w ≤ v a indukcí podle sloºitosti formule ϕ dokáºeme,
ºe v  ϕ .
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(i) Pokud je ϕ atom p, pak z deﬁnice modelu víme, ºe této formuli byla p°i°azena horní
mnoºina. Takºe platí v ∈ V (p), a tudíº v  ϕ.
(ii) Disjunkce ψ ∨ χ je ve sv¥t¥ w spl¬ena, jetliºe w  ψ nebo w  χ. V prvním p°ípad¥
nám induk£ní p°edpoklad dá v  ψ , ve druhém v  χ . Obojí znamená, ºe v  ψ∨χ
.
iii) Pro slabou konjunkci se tvrzení dokáºe analogicky.
(iv) Kdyº ϕ je tvaru ψ&χ, pak existují sv¥ty s, t takové, ºe Rstw a zárove¬ s  ψ a také
t  χ. Vlastnost (ii) ternární relace R z deﬁnice 2.1.3 nám pak zaru£uje existenci
sv¥t· x a y takových, ºe Rxyv a zárove¬ s ≤ x a také t ≤ y. Uºitím induk£ního
p°edpokladu potom dostáváme x  ψ a y  χ, coº podle deﬁnice znamená v  ψ&χ.
(v) Jestliºe je kone£n¥ ϕ tvaru ψ → χ, pak vezm¥me libovolné sv¥ty s a t takové, ºe
Rvst a p°edpokládejme s  ψ. Chceme ukázat, ºe pak také t  χ. K tomu vyuºijeme
vlastnost (vi) relace R a také reﬂexivitu ≤. Díky reﬂexivit¥ máme s ≤ s a t ≤ t.
Díky (vi) pak víme, ºe platí také Rwst. Protoºe v w platí ψ → χ, musí χ platit také
ve sv¥t¥ t.
Ukáºeme si také vztah mezi slabou a silnou konjunkcí. Platí, ºe silná konjunkce imp-
likuje slabou, ale ne naopak.
Lemma 2.2.4. Pro libovolný sv¥t w v libovolném modelu M a pro libovolné formule ψ a
χ platí: Jestliºe w  ψ&χ, pak w  ψ ∧ χ.
D·kaz. Pokud ve sv¥t¥ w platí ψ&χ, pak existují sv¥ty u, v takové, ºe Ruvw a u  ψ a
zárove¬ v  χ . Ze vztahu (vii) ternární relace R a binární relace ≤ víme, ºe u ≤ w a
také v ≤. Díky persistenci spl¬ování platí w  ψ a w  χ, a tedy také slabá konjunkce
ψ ∧ χ.
Abychom se p°esv¥d£ili, ºe neplatí opa£ná implikace, sta£í uváºit model se t°emi moºnými
sv¥ty u, v a w takovými, ºe Ruvw. Vw sv¥t¥ w m·ºe platit slabá konjunkce dvou atomických
formulí, ale nemusí platit konjunkce silná. Nyní se podíváme na jiº zmi¬ovaná strukturní
pravidla.
Lemma 2.2.5. (A) Díky deﬁnicí 2.1.3 daným vlastnostem (iv) a (v) relace R platí aso-
ciativita, tedy
(ϕ&ψ)&χ⇐⇒ ϕ&(ψ&χ).
(B) Díky vlastnosti (i) relace R platí pravidlo zám¥ny, tedy komutativita konjunkce:
ϕ&ψ ⇐⇒ ψ&ϕ.
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(C) Díky vztahu (i) mezi ob¥ma relacemi platí pravidlo oslabení, tedy vºdy platí formule
ϕ&ψ → ϕ.
D·kaz. Body A) a B) jsou z°ejmé. Pokud jde o bod C) , tak víme, ºe kdyº ve sv¥t¥ w
platí ϕ&ψ, pak existují sv¥ta u a v takové, ºe u  ϕ a v  ψ . Pak sta£í vyuºít persistenci
valuace dokázanou ve v¥t¥ 2.2.3 .
Mezi uvedenými strukturními vlastnostmi a vlastnostmi relace dosaºitelnosti R platí
i opa£né vztahy, coº lze snadno dokázat kontraposicí. V modelech, kde relace dosaºitel-
nosti nedodrºuje zmín¥ná pravidla tedy neplatí asociativita konjunkce, pravidlo zám¥ny
a pravidlo oslabení. Kdyby vºdy platilo Rwww, pak by platilo pravidlo kontrakce, tedy
ϕ→ ϕ&ϕ.
2.2.2 Bisimulace
Nyní muºeme pro tuto sémantiku deﬁnovat relaci bisimulace.
Deﬁnice 2.2.6. M¥jme dva modely M1 a M2 a jejich mnoºiny moºných sv¥t· W1 a W2.
Binární relace B ⊆ W1 ×W2 je bisimulace, jetliºe platí následujícíh p¥t podmínek:
(i) Atomická harmonie - xBy =⇒ ∀p(x  p ⇔ y  p). Ve sv¥tech, které jsou v relaci
B tedy platí tytéº atomy.
(ii) xBy & Rxwz =⇒ ∃u∃v(Ryuv & wBu & zBv)
(iii) xBy & Rwzx =⇒ ∃u∃v(Ruvy & wBu & zBv)
(iv) xBy & Rywz =⇒ ∃u∃v(Rxuv & wBu & zBv)
(v) xBy & Rwzy =⇒ ∃u∃v(Ruvx & wBu & zBv)
Snadno lze ov¥°it, ºe bisimulace je relace ekvivalence. Nyní dokáºeme, ºe ve sv¥tech,
které jsou v relaci bisimulace platí tytéº formule.
V¥ta 2.2.7. Nech´ M1 a M2 jsou dva modely a B relace bisimulace na jejich mnoºinách
moºných sv¥t· W1 a W2. Pak pro kaºdé dva sv¥ty x ∈ W1 a y ∈ W2, které jsou v relaci
B, a pro kaºdou formuli ϕ platí x  ϕ⇐⇒ y  ϕ.
D·kaz. Budeme postupovat indukcí podle sloºitosti formule ϕ.
(i) Kdyº je ϕ atom, pak sta£í pouºít atomickou harmonii.
(ii) Je-li tvaru ψ∧χ, pak pokud platí v x, tak v x platí ψ a χ. Na ob¥ formule pouºijeme
induk£ní p°edpoklad. Stejn¥ tak je to i u opa£né implikace.
(iii) Pro diskujunkci se dokáºe podobn¥.
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(iv) Jestliºe má formule tvar ψ → χ a platí ve sv¥t¥ x, pak uvaºujme libovolné dva sv¥ty
u, v takové, ºe Ryuv a u  ψ. Chceme dokázat, ºe platí v  χ. Díky bisimulaci
víme, ºe existují sv¥ty w, z takové, ºe Rxwz a uBw, vBz. Z induk£ního p°edpokladu
m·ºeme usoudit, ºe w  ψ. Protoºe v x platí implikace, tak platí také z  χ. Ze
vztahu zBv pak plyne v  χ, coº jsme cht¥li dokázat. Platí-li formule ve sv¥t¥ y,
postupujeme analogicky.
(v) Je-li kone£n¥ ϕ silná konjunkce ψ&χ a platí ve sv¥t¥ x, pak existují sv¥ty w a z, o
kterých platí Rwzx a w  ψ, z  χ. Díky bisimilárnosti x a y pak existují také sv¥ty
u a v, o nichº platí Ruvy a uBw a vBz. Induk£ního p°edpokladu pak lze usoudit, ºe
platí u  ψ a v  χ. Ve sv¥t¥ y tedy platí jejich silná konjunkce.
2.2.3 P°íklady bisimulace
První p°íklad bude zcela analogický tomu, co jiº známe z modální logiky. P·jde o disjunktní
sjednocení model· a ve formulaci lemmatu bude zm¥n¥no jen pár slov vzhledem ke zm¥nám
v sémantice.
Lemma 2.2.8. M¥jme modely Mi = (Wi,≤i, Ri, Vi) opat°ené idexy i z n¥jaké indexovací
mnoºiny I. Dále uvaºme model M = (W,≤, R, V ), který vznikne jako jejich disjunktní
sjednocení, tedy W =
⋃
i∈IWi, ≤=
⋃
i∈I ≤i,R =
⋃
i∈I Ri a V (p) =
⋃
i∈I Vi(p) pro kaºdý
atom p. P°itom pokud nejsou n¥ktré modely disjunktní, vezmeme jejich isomorfní kopie,
které disjunktní jsou. Pak kaºdý model Mi je s modelem M bisimilární.
Následující dva p°íklady nás dostanou na úrove¬ rámc· a zavedeme je²t¥ pojem vázaného
morﬁsmu. Prozatím je ale uve¤me na úrovni model· a bisimulace. První z nich se týká
reﬂexivity.
Lemma 2.2.9. Nech´ jsou M1 = (W1,≤1, R1, V1) a M2 = (W2,≤2, R2, V2) dva modely
deﬁnované následujícím zp·sobem:
(i) Sv¥ty v modelu M1 jsou jako p°irozená £ísla, ale uspo°ádaná naopak, tedy W1 =
{w1, w2, w3, . . . } a . . . , < w3, w2 >,< w2, w1 >∈≤1(k tomu samoz°ejm¥ také musíme
p°idat reﬂexivní a transitivní vztahy). Nech´ navíc relace R je taková, ºe pro ºádný
sv¥t w krom¥ sv¥ta w1 neplatí R1www, ale pro kaºdé dva sv¥ty wi a wi+1 platí
R1wi+1wi+1wi(k tomu bude pot°eba p°idat i dal²í vztahy, které si vynutí deﬁnice relace
dosaºitelnosti).
(ii) Model M2 má jediný sv¥t w, pro n¥jº platí w ≤ w a Rwww.
Nech´ dále ve v²ech sv¥tech prvního modelu jsou spln¥ny p°esn¥ tytéº atomické formule,
které jsou spln¥ny ve druhém modelu. Potom tyto dva modely jsou bisimilární.
D·kaz. Sta£í vzít totální relaci mezi ob¥ma modely, tedy relaci B takovou, ºe pro kaºdý
sv¥t wi z modelu M1 platí wiBw, kde w je jediný sv¥t modelu M2.
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Dal²í p°íklad se bude týkat podmínky (viii) , kterou v deﬁnici 2.1.3 klademe na relaci
dosaºitelnosti. Jedním ze zp·sob·, jak tuto podmínku splnit, je mít v rámci(modelu) F =
(W,≤, R) sv¥t u, který tuto podmínku zaru£uje pro v²echny ostatní sv¥ty:
∀v ∈ W∀w ∈ W (v ≤ w ⇒ Ruvw).
Ukáºeme si, ºe model tohoto typu m·ºeme být bisimilární modelu, který takovýto sv¥t
u nemá.
Lemma 2.2.10. Nech´ jsou M1 = (W1,≤1, R1, V1) a M2 = (W2,≤2, R2, V2) dva modální
modely deﬁnované následujícím zp·sobem:
(i) První model má £ty°i moºné sv¥ty: W1 = {x, y, u1, u2}. P°itom platí R1u1xx a
R1u1u1u1, R1u2yy a R1u2u2u2. K tomu budou muset platit je²t¥ dal²í vztahy týkající
se relace dosaºitelnosti i uspo°ádání, které pro ale nyní nehrají klí£ovou roli.
(ii) Druhý model má t°i moºné sv¥ty: W2 = {v, w, u}. P°itom platí R2uuu , R2uvv a
R2uww. K tomu platí také n¥které dal²í vztahy, které si vynucuje deﬁnice uspo°ádání
a relace dosaºitelnosti.
Nech´ dále ve v²ech sv¥tech obou model· platí tytéº atomické formule. Pak jsou tyto dva
modely bisimilární
D·kaz. Vezm¥me relaci B ⊆ W1 × W2, kde u1Bu, u2Bu, xBv a yBw. Tato relace je
bisimulace.
Oba p°edchozí p°íklady lze pouºít také jako p°íklady na vázaný morﬁsmus, který deﬁn-
ujeme obdobn¥ jako v p°edchozí kapitole.
Deﬁnice 2.2.11. Nech´ jsou M1 = (W1,≤1, R1, V1) a M2 = (W2,≤2, R2, V2) dva modely.
Nech´ dále f : W1 → W2 je funkce mezi jejich mnoºinami moºných sv¥t·. Pak tuto funkci
nazveme vázaným morﬁsmem mezi t¥mito modely, jestliºe platí:
(i) Funkce f zobrazuje mnoºinu W1 na mnoºinu W2.
(ii) Funkce f je bisimulace.
Pokud z podmínek pro bisimulaci odebereme atomickou harmonii, získáme z vázaného
morﬁsmu mezi modely vázaný morﬁsmus mezi rámci. Pak m·ºeme dále deﬁnovat spln¥nost
formule na rámci stejn¥ jako v deﬁnici 1.4.1.
Deﬁnice 2.2.12. Bu¤ F = (W,≤, R) rámec a ϕ libovolná formule. Pak prohlásíme, ºe ϕ
je spln¥na v rámci F a pí²eme
F  ϕ,
jestliºe pro kaºdý model M, který vznikl z tohoto rámce, takºe má jeho mnoºinu moºných
sv¥t·, uspo°ádání na sv¥tech a relaci dosaºitelnosti, platí M  ϕ.
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Pro takto deﬁnovaný vázaný morﬁsmus a spln¥nost formule m·ºeme vyslovit podobnou
v¥tu jako v modální logice.
V¥ta 2.2.13. Bu¤ f vázaný morﬁsmus mezi dv¥ma rámci F1 a F2. Pak pro libovolnou
formuli ϕ platí
F1  ϕ =⇒ F2, ϕ.
Kdyº nakonec budeme uvaºovat deﬁnovatelnost t°íd rámc· podobn¥ jako v deﬁnici
1.4.2, vidíme, ºe lemma 2.2.9 nám ukazuje, ºe nelze deﬁnovat t°ídu z hlediska relace
dosaºitelnosti nereﬂexivních rámc·(totiº rámc·, v nichº existuje sv¥t w, o n¥mº neplatí
Rwww). Bisimulace, která se pouºívá v d·kazu je totiº zjevn¥ vázaný morﬁsmus mezi nere-
ﬂexivním a reﬂexivním rámcem. Podobn¥ nám lemma 2.2.10 ukazuje, ºe nelze deﬁnovat
t°ídu rámc·, které nemají sv¥t u takový, ºe pro kaºdé dva sv¥ty v ≤ w platí Ruvw.
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